3. Implicitni funkce

1. Je dan vztah e™ +siny + y? = 1 a bod [2,0].

(1) Dokazte, ze timto vztahem je definovana hladka funkce y = ¢(z) v jistém
okoli bodu 2, pro kterou plati ¢(2) = 0;
(2) napiSte rovnici teény ke grafu funkce ¢ v bodé 2.

2. Je dan vztah 22 + 292 + 322 + 2y — 2 — 9 =0 a bod [1, -2, 1].

(1) Dokazte, Ze timto vztahem je definovana hladké funkce z = z(z,y) v jistém
okoli U bodu [1, —2], pro kterou plati z(1, —2) = 1;

(2) urcete %, g—; v okoli U;

(3) napiste rovnici te¢né roviny ke grafu funkce z = z(x,y) v bodé [1, —2].

3. Je ddna vztah x? + 2xy? + y* — y° = 0 a bod [0, 1]. Dokaite, ze

(1) timto vztahem je definovana hladka funkce y = ¢(z) v jistém okoli bodu 0,
pro kterou plati ¢(0) = 1;

(2) spoctéte ¢’'(0) a ¢”(0);

(3) funkce ¢ roste v jistém okoli bodu 0.

4. Dokazte, ze mnozina bodu [z,y, z] € R, které spliuji vztah
2?4y + 22 —32yz =0

je v okoli bodu [1,1,1] popsatelnd jako graf funkce f(z,y) definované na jistém
okoli bodu (1,1), pro kterou je f(1,1) = 1. Urcete totalni diferencial v bodé [1,1]
a napiste rovnici tecné roviny ke grafu funkce f v tomto bodé.

5. Spoctéte parcialni derivace funkce z v bodé [0, 1], ktera je implicitné zadana
rovnici

T z
z

a splnuje 2(0,1) = 1.
6. V nésledujicich tlohach ukazte, zZe uvedenad rovnice urcuje v jistém okoli

daného bodu [zg, yo| implicitné zadanou funkci (proménné x). Spoctéte prvni a
druhou derivaci této funkce v bodé xg.

e sin(siny) + cos(sinz) = sin(cos z) + cos(cosy), [r/2,0]
e arcsin(z + y) + arccos(z? + y?) = 7/2, [0,0]

o 3 +13 =log #, 1, —1]

o 27t _log(1+ 22 +y?) =1+y, [0,0]

e arctg(x + y* + cos(x +y)) —sin(z +y) = Z, [0,0]

o 2 +y" =e" —siny, [1,0]

e sin’® (e"*Y) + cos? (e2¥~%) =1, [0,0]

e log /2?2 4+ y% = arctg £, [1,0]

oy — %siny =z, [0,0]

e y=2zxarctgZ, [1,0]

V nasledujicich tlohach ukazte, ze uvedend rovnice urcuje v jistém okoli daného
bodu [z, yo]| implicitné zadanou funkci (proménné z). Spoctéte prvni a druhou
derivaci této funkce v bodé zy.
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7. sin(zy) + cos(zy) =1, [m,0]

8. 2zty + 23 +y3 +ay =1, [1,0]

9. log(z? + y? + cos(zy)) +y = 0, [0,0]

10. log(x + arctgy + 1) + zy = 0, [0, 0]

11. z¥ +y* =2y, [1,1]

12. y32% + y22% +siny = 0, [0,0]

13. esine’ 4 gsinay — 9y 4 9 [0, ()

14. 7/2 + arcsin(z + y?) = arccos(y + 22), [0, 0]

15. arctg(y? + xy) = *¥ — cosz +y, [0,0]

V nasledujicich tlohach ukazte, ze uvedena soustava rovnic urcuje v jistém
okoli daného bodu [xg, yo, 1o, vo| implicitné zadané funkce u,v (proménnych z,y).
Spoctéte obé prvni parcidlni derivace téchto funkci v bodé [z, yo].

16.
v
T = U COS —
U
W
Yy = usin —, [1,0,1,0]
U
17.
r=e"+usinv
y=e" —ucosv, e+ 1,e,1,m/2]
18.




Vysledky

1. Rovnice tecny: y = 0.

2. Rovnice te¢né roviny: L(z,y) = Z(y +2) + 1.

3. ¢'(0) =2, ¢"(0) = —16.

4. Rovnice teéné roviny: L(z,y) = —(x —1) —(y — 1) + 1.

5. 52(0,1) =1, 2(0,1) =1

6.1. —1, 0 6.2. —1, 4 6.3. —1/2, —11/8 6.4. —1/3, 19/54
6.5. —1/2, —3/8 6.6. —3, 12 6.7. 2, 0 6.8. 1, 2 6.9. 2, 0
6.10. 0, 0

7. Polozme
F(z,y) = sin(zy) + cos(xy) — 1.

Funkce F je definovdna na R? a pro jeji parcialni derivace plati:

oF .
5 (@) = cos(ay) -y — sin(ay) -y,

oF .
a—y(w, y) = cos(zy) - x — sin(zy) - x.

Obé parcialni derivace jsou na R? spojité, stejné jako jejich parcialni derivace,
tj. F € C?(R?). Déle plati F(r,0) = 0 a g—f;(w,O) =1 # 0. Tim jsme ovéfili, Ze
nase rovnice uréuje v jistém okoli bodu [, 0] implicitné zadanou funkci proménné
x, ktera sama je tiidy C?. Funkci oznaéme ¢ a jeji derivace vypodcitejme postupnym
derivovanim vztahu
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Dosadime-li z = 7 a pouzijeme-li p(7) = 0, dostaneme ¢’(7) = 0 a ¢ (7w) = 0.
8. Polozme
F(z,y) = 2z%y + 23 +9° + 2y — 1.

Funkce F je definovéna na R? a pro jeji parcialni derivace plati:

oF

%(:B, y) = 823y + 32% + v,
OF
a—y(m,y) =22* + 3y* + 2.

Obé parcialni derivace jsou na R? spojité, stejné jako jejich parcialni derivace,
tj. F € C?*(R?). Dale plati F(1,0) =0 a %—5(1,0) = 3 # 0. Tim jsme ovérili, ze
nase rovnice urcuje v jistém okoli bodu [1, 0] implicitné zadanou funkci proménné
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x, kterd sama je tiidy C?. Funkci oznaéme ¢ a jeji derivace vypodéitejme postupnym
derivovanim vztahu
22%p(x) + 2° + o(2)® + zp(z) — 1 =0,
8z () + 2a*¢ () + 32 + 3p(2)* ¢’ (2) + p(x) + 2’ (z) = 0,
240°p(a) + 82°¢' (x) + 8279 (x) + 229" (2) + 62 + 6ip(2) (¢ (2))* + g () *¢" ()
+¢'(z) + ¢’ (z) + 2" (z) = 0.
Dosadime-li z = 1 a pouZijeme-li ¢(1) = 0, dostaneme ¢'(1) = —1 a ¢" (1) = 4.

9. PoloZzme
F(z,y) = log(ﬂc2 +y? + cos(zy)) + y.

Funkce F' je definovana na jisté oteviené mnoziné G (lze ukazat, ze dokonce G =
R?) obsahujici bod [0, 0] a pro jeji parcialni derivace plati:

oF 1 .

e (z,y) = 22 + 42 + cos(zy) - (2z — sin(zy) - y),
oF 1 .

a—y(x,y) = 2412 + cos(zy) - (2y —sin(zy) - x) + 1.

Obé parcialni derivace jsou na G spojité, stejné jako jejich parcialni derivace,
tj. F € C?(G). Déle plati F(0,0) = 0 a 88—1;(0,0) =1 # 0. Tim jsme ovérili, ze
nase rovnice urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci proménné
x, kterd sama je tiidy C?. Funkci oznaéme ¢ a jeji derivace vypodcitejme postupnym
derivovanim vztahu

log(z” + ¢()* + cos(zp(2))) + p(x) = 0,

1
x2 4 p(z)? + cos(zp(x

(20 20(@)¢' (@) —sin(ze(@))(p(e) + 2¢'(2)))

—1
(22 + p(x)? + cos(zp(x

N (22 + 20(2)¢" (x) — sin(zp(2)) (p(2) + 2’ (2)))?

1 / 2 12
+x2 ¥ o(2)2 + cos(zp()) (24 2(¢ (7)) + 20(x) " ()

— cos(zp(@))(p(x) + 2¢'(2))* — sin(zp(2))(2¢' () + z¢" (2))) + ¢ (z) = 0.

Dosadime-li z = 0 a pouZzijeme-li ¢(0) = 0, dostaneme ¢’(0) =0 a ¢"'(0) = —2.
10. Polozme

F(z,y) = log(x + arctgy + 1) + xy.

Funkce F je definovana na jisté oteviené mnoziné G obsahujici bod [0, 0] a pro jeji
parcialni derivace plati:

_x+arctgy+1+y’

oF 1 1
x4 arctgy+1 1412

+ x.
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Obé€ parcidlni derivace jsou na G spojité, stejné jako jejich parcidlni derivace,
tj. F € C*(G). Déle plati F(0,0) = 0 a %—I;(O,O) =1 # 0. Tim jsme ovérili, ze
nase rovnice urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci proménné
x, ktera sama je tiidy C2. Funkci ozna¢me ¢ a jeji derivace vypocitejme postupnym
derivovanim vztahu

log(x + arctg o(x) + 1) + zp(x) = 0,

1 o (2) o
T+ arctg p(z) +1 (1 T W) + p(2) + 29’ () =0,

-1 ¢’ ()
(o + arctg p(z) T 17 (1 I 90(13)2)
N 1 (@) (1 + p(2)?) = 20" ()¢ (x)p(x)
x + arctg p(x) + 1 (14 ¢(x)?)?
+¢'(z) + ¢'(2) + 2" (z) = 0,

Dosadime-li z = 0 a pouZzijeme-li ¢(0) = 0, dostaneme ¢’(0) = —1 a ¢"'(0) = 2.
11. Polozme
F(z,y) =a¥ +y" —2y.

Funkce F' je definovana na oteviené mnoziné G = (0, +00) x (0, +00), ktera obsahuje
bod [1,1]. Pro parcialni derivace F' plati:

OF IR

o5 (@) = ya’ '+ y”logy,
oOF

a_y(g;, y) = a¥logx + xy® ' — 2.

Obé parcialni derivace jsou na G spojité, stejné jako jejich parcialni derivace,
tj. I € C*(G). Déle plati F(1,1) =0 a %—5(1, 1) = —1 # 0. Tim jsme ovérili, ze
nase rovnice urcuje v jistém okoli bodu [1, 1] implicitné zadanou funkci proménné
x, kterd sama je tiidy C?. Funkci oznaéme ¢ a jeji derivace vypodcitejme postupnym
derivovanim vztahu

9@ 4 p(x)* — 2p(z) = 0.

Tento vztah si prepiSme na tvar
er(@)loga | xlogo(z) _ 2p(z) = 0.

Nyni postupné obdrzime

/
eép(x)lOgm . (QO/(.I‘) logm + @) + exlogcp(x) . (logQO({L‘) + Ty (l’)) . 2@/(:E) = 07

2 /
eP(x)logz (Spl(w) log z + Sofrx)> 4 ep(@)logz (90”(55) 10g$+290 () _ QO(;E)>

1 z¢' () ’
+erlosv(@) (log o(x) + )
()

)
L erlog (e (cp’(x) (¢’ (2) + 2" (x))p(x) — w’(@d(@) 2 () = 0.

olo) ()2
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Dosadime-li z = 1 a pouZijeme-li p(1) = 1, dostaneme ¢’(1) =1 a ¢"’(1) = 4.
12. Polozme
F(z,y) = y32® + y*2® + siny.
Funkce F je definovdna na R2. Pro parcidlni derivace F plati:
oF

o5 () = 2’z + 2%,

oF

a—(a:, y) = 3y*z? + 2yx?® + cosy.
Y

Obé parcialni derivace jsou na R? spojité, stejné jako jejich parcialni derivace,
tj. F € C?(R?). Déle plati F(0,0) =0 a 2—5(0,0) =1 # 0. Tim jsme ovéiili, Ze
nase rovnice urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci proménné
x, ktera sama je tiidy C?. Funkci oznaéme ¢ a jeji derivace vypodcitejme postupnym
derivovanim vztahu

o(x)?z? + p(x)?2? + sinp(x) = 0.

Postupné obdrzime

Bp()? ¢ (2)2? + 20(x) 2 + 20(x)¢' (v)2” + 2p(x)*x + cos p(x) - ¢ (x) = 0,
bip ()¢’ (2)¢' (1)2? + 3p(x)*¢" (2)2? + 6 (2)¢' () + 6p(2) ' (2)x
+2p(2)° 4 2¢' ()¢ (2)2* + 20(x) " ()2” + 4p(x) ' (2)a
Hp(x)¢' (2)z + 2¢(x)? — sinp(z) - ¢ (2)¢ (x) + cos p(z) - " (z) = 0.
Dosadime-li z = 0 a pouzijeme-li ¢(0) = 0, dostaneme ¢’'(0) = 0 a ¢”(0) = 0.

13. PoloZzme ., '
F(x’ y) — es,lnx _|__ 681n1‘y _ 2y _ 2.

Funkce F je definovdna na R2. Pro parcidlni derivace F plati:

oF : .

3_(95, y) = eSin® L cogr? . 23 + SN L cos Ty -,
x

oF :

8—(;10,3/) =¥ . cosay - x — 2.
Y

Obé parcialni derivace jsou na R? spojité, stejné jako jejich parcialni derivace,
tj. F € C?(R?). Déle plati F(0,0) =0 a %—5(0,0) = —2 # 0. Tim jsme ovéiili, ze
nase rovnice urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci proménné
x, ktera sama je tiidy C?. Funkci ozna¢me ¢ a jeji derivace vypodcitejme postupnym
derivovanim vztahu

esinxz + esin:ccp(:c) o 2(‘0(@,) —92—0.

Postupné obdrzime

e L cos 32 . 21 4 e5mTP(®) cog zp(z) - (p(z) + ¢ (2)) — 2¢(x) = 0,

sin z2 sin x

e (cosz?-2x)% —e * . sing? - 422
+e57 L cos 22 - 2+ %) (cos () - (p(2) + 29 (2)))2
o) sin () - (p(a) + ! (@))2 + ) cosmp(a) - (24 () + ()

—2¢"(z) = 0.



Dosadime-li z = 0 a pouzijeme-li ¢(0) = 0, dostaneme ¢’(0) = 0 a ¢”(0) = 1.

14. Polozme
F(z,y) = 7/2 + arcsin(z + y*) — arccos(y + x2).

Bod [0, 0] je ve vnitfku defini¢niho oboru funkce F' - miZeme tedy spocitat parcialni
derivace funkce F' na jistém okoli G bodu [0, 0]:

8F( ) 1 n 2x

- x, —

ox T T @y V1o (gt
OF

- 2y 1
A o Ve T

Obé parcialni derivace jsou na jistém okoli bodu [0, 0] spojité a navic tam jsou jejich
parcidlni derivace spojité, tj. f € C*(G). Dale plati F'(0,0) =0 a %—5(0,0) =1+#0.
Tim jsme ovérili, Ze nase rovnice urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou
funkci proménné z, ktera je tiidy C?. Funkci ozna¢me ¢ a jeji derivace vypodcitejme
postupnym derivovanim vztahu

%) 4+ 7/2 — arccos(p(z) + %) = 0,

)) N 2 O e R

22 V1= (e(@) +2?)?
)72 (=2(x + (0(2))%) - (1 + 20(2)¢' ()
+H(1 = (2 + (9(2))*)*) 72 - (2 (@))% + 20 ()¢ (@)

5= (@) + )7 (=2(p(a) + 7)) (¢ (2) + 22)°

Y

Dosadime-li z = 0 a vyuzijeme-li ¢(0) = 0, dostaneme ¢’'(0) = —1 a ¢”(0) = —4.

15. PoloZzme
F(z,y) = arctg(y® + zy) — €™ + cosz — y.

Funkce F je definovdna na R? a pro jeji parcialni derivace plati:

oOF Yy
%(:L’,y) T 1+ (1% + a)?
oF 2y+x
oy Y T T

— ey —sinx,

— ey — 1.

Obé parcialni derivace jsou na R? spojité, stejné jako jejich parcidlni derivace, tj.
f € C?(R?). Déle plati F(0,0) = 0 a 2—5(0,0) = —1 # 0. Tim jsme ovetili, ze
nase rovnice urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci proménné
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x, kterd sama je tiidy C?. Funkci oznaéme ¢ a jeji derivace vypodéitejme postupnym
derivovanim vztahu

arctg((¢(z))? + zo(x)) — e 4 cosz — p(z) = 0.
20(2)¢ (%) + p(z) + 2z’ () 2) & 2o ()P (@)
T+ (@ o 0Tl

(@) b))
0T (0(2)2 T 20(2)))? (20 (2)¢" () + () + 2¢'(2))

L2 (@) +290( )¢" (@) + ' (x) + ¢'(z) + 20" (x)

+ ((o(2))? + zo(x))?
—(¢(2) + @' () + 2" (1)) — (p(x) + 2/ (x))?e"#)
—cosz — " (x) = 0.

—sinz — ¢'(z) =0,

Dosadime-li = 0 a pouzijeme-li ¢(0) = 0, dostaneme ¢’(0) =0 a ¢"'(0) = —1.

16. J4(1,0) =1, 92(1,0) = 0, 9(1,0) = 0, 5%(1,0) =1

17. Ple+1e) = 1/(1+e), L(e+le) = —e/(e + 1), g_«;(€+ 1,¢) = 0,
g—;(e—i—l,e):l

18. G4(1,2) =0, §4(1,2) = —1, 9%(1,2) = —1/3, §4(1,2) = 1/3



